
�?464 1. �5=D>E5FL 13

����� 1

�5=D>E5FL

%>744=<5 G<=OE <4L<=
�>77 4 E4<O= =565D>OF=O= >D74=. �<5==> >= >?D545?O5F, >4> <O 6>E?D<-

=<<45< 6EU, GF> 6<4<<, E?OL<<, >5>=O5<, ?D>5G5< =4 6>GE < >EO745<. �= 

?>76>?O5F ED4=<FL 6>E?><<=4=<O, <E?OFO64FL M<>F<< < 4465 <5GF4FL. �57 

<>774 <O 5O?< 5O ?D<<<F<6=O<< >D74=<7<4<<, E?>E>5=O<< ?<LL =4 ?D>-

EF5=L<5 D5D?5>EO. � F5?>< >= 45?45F G5?>65>4 D47G<=O<.

�>77 D555=>4 65E<F <5=LL5 ?>?G><?>7D4<<4, => >4>-F> D5L45F 7444G<, ?>>4 

=54>EFG?=O5 4465 E4<O< 5>?LL<< < <>M=O< >><?LNF5D4<. �E57> G5D57 =5-

E>>?L>> <5EOF56 ?>E?5 D>645=<O 45F< E?>E>5=O D4E?>7=464FL ?<F4 D>4<F5-

?5=, >F45?OFL >5N5>FO >F D>=4 < 4465 D47?<G4FL 7>?>E4. �4 ?5D6O= 7>4 G =<E 

D476<645FEO <=FG<F<6=>5 ?>=<<4=<5 5EF5EF65==>= D<7<><, >=< GG4FEO 6<-

45FL, 745 =4E>4OFEO G4EF<G=> <?< ?>?=>EFLN E>DOFO5 >F =<E >5N5>FO, < 4E-

E>F<<D>64FL 76G>< E <E 7=4G5=<O<<. '65 6 D4==5< 6>7D4EF5 >=< =4 6OE>>>< 

GD>6=5 >6?44564NF 7D4<<4F<>>=, 4 6 <E E?>64D5 ?>O6?ONFEO FOEOG< E?>61.

�5EOF<?5F<O<< <O <5GF45< > E>744=<< D47G<=OE <4L<= E F4><< 65 <>77><, 

>4> G =4E: D>5>F>6-?><>M=<>>6 4?O G5>D>< 6 4><5; <4L<=, >>F>DO5 G?D46-

?ONF E>5>= E4<<; <<>D>E>>?>6, 46F><4F<G5E>< 6OO6?ONM<E 5>?57=<. �> E>-

744=<5 <4L<= E <E>GEEF65==O< <=F5??5>F>< FD55G5F D5L5=<O E?>6=5=L<E 

6OG<E?<F5?L=OE 7444G 6 <EF>D<<, >>F>DO5, >4=4>>, =4L <>77 E?>E>55= D4E>G-

E<FL 6 4>?< E5>G=4O. �?O MF>7> =G6=> D47D45>F4FL <=>= E?>E>5 ?D>7D4<<<-

D>64=<O >><?LNF5D>6 ?D< ?><>M< <5F>4>6, >>F>DO5 ?>O6<?<EL 6 >E=>6=>< 

6 ?>E?54=<5 45EOFL ?5F. -F> >G5=L 4>F<6=4O >FD4E?L 6 <EE?54>64=<OE <E>GEEF-

65==>7> <=F5??5>F4, >>F>D4O ?>?GG<?4 =4764=<5 7?G5>>>7> >5GG5=<O.

�7D4=<G5=<O FD44<F<>==OE 
>><?LNF5D=OE ?D>7D4<<
�>G5<G =5>>F>DO5 7444G< >><?LNF5D4< D5L4FL FO65?>? %F4=44DF=O5 ?D>-

7D4<<O 4>>474?< E6>N E>EF>OF5?L=>EFL 6 46GE >5?4EFOE: 1) >=< >G5=L 5OEF-

D> 654GF 6OG<E?5=<O; 2) >=< =5G>>E=<F5?L=> E?54GNF <=EFDG>F<O<. �E?< 
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6O D<=4=E<EF < 64< =G6=> ?D>65EF< E?>6=O5 <4F5<4F<G5E><5 ?>4EG5FO, 

64< ?>657?>. &<?>6O5 ?D>7D4<<O 64< 6 ?><>ML. �> ?D54EF46LF5 E555, GF> 

=4< =G6=> E45?4FL >>5-GF> ?><=F5D5E=55: =4?D<<5D, =4?<E4FL ?D>7D4<<G 

4?O 46F><4F<G5E>>7> D4E?>7=464=<O ?>G5D>4. �>7L<5< 74 >E=>6G D<E. 1.1.

$<E. 1.1. �7>5D465=<5 <7 <4EE<64 DG>>?<E=OE 44==OE MNIST2

%>FO >4644O F<DD4 =4 D<EG=>5 E?57>4 >F?<G45FEO >F ?D54O4GM5=, <O ?57>> 

>?>7=45< 6 ?5D6>< DO45 =G?<, 6> 6F>D>< 4 54<=<FO < F. 4. &5?5DL =4?<-

L5< >><?LNF5D=GN ?D>7D4<<G, >>F>D4O D5L<F FG 65 7444GG. �4><5 ?D46<-

?4 =G6=> 7444FL, GF>5O D47?<G4FL F<DDO?

$<E. 1.2. �>?L, 4?7>D<F<<G5E>< FDG4=>>F?<G<<O= >F L5EF5D><

�4G=5< E ?D>EF>7>. �4?D<<5D, G>465<, GF> =G?N E>>F65FEF6G5F <7>5D4-

65=<5 >>DG7?>7> 74<>=GF>7> >>=FGD4. �E5 ?D<<5DO E D<E. 1.1, >465FEO, 
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G4>6?5F6>DONF MF><G >?D545?5=<N, => F4><E ?D<7=4>>6 =54>EF4F>G=>. 

'F>, 5E?< G >>7>-F> =>?L 4 =5 6E5744 74<>=GF4O D<7GD4? � >4> >F?<G<FL 

F4>>= =>?L (E<. D<E. 1.2) >F L5EF5D><?

�>6=> 7444FL D4<>< D4EEF>O=<O <564G =4G4?>< < >>=F>< ?5F?<, => =5 

>G5=L ?>=OF=> >4><5. � MF> F>?L>> =4G4?> ?D>5?5<. �4> D47?<G<FL FD>=>< 

< ?OF5D><? '5F65D>< < 456OF><? �>6=> 4>546?OFL ?D46<?4, <?< ?D<7=4><, 

?>E?5 FM4F5?L=OE =45?N45=<= < <5EOF56 ?D>5 < >L<5>>, => ?>=OF=> >4=>: 

?D>F5EE 5G45F =5?57>>.

�=>7<5 4DG7<5 >?4EEO 7444G ?>?444NF 6 FG 65 >4F57>D<N: D4E?>7=464-

=<5 >5N5>F>6 < D5G<, 46F><4F<G5E><= ?5D56>4 < F. 4. �O =5 7=45<, >4><5 

?D>7D4<<O ?<E4FL 4?O =<E, ?>F><G GF> =5 ?>=<<45<, >4> E MF<< E?D46?O-

5FEO =4L <>77. � 5E?< 5O < 7=4?<, F4>4O ?D>7D4<<4 5O?4 5O =565D>OF=> 

E?>6=>= .

�5E4=<>4 <4L<==>7> >5GG5=<O
�?O D5L5=<O F4><E 7444G =G65= E>6E5< <=>= ?>4E>4. �=>7>5 <7 F>7>, GF> 

<O GE64<645< 6 L>>?5, ?>E>65 =4 EF4=44DF=O5 >><?LNF5D=O5 ?D>7D4<<O. 

�O GG<<EO ?5D5<=>64FL G<E?4, D5L4FL GD46=5=<O < ?>?GG4FL D57G?LF4-

FO, E?54GO <=EFDG>F<O<. �> =46O><, >>F>DO5 <O ?>?GG45< 6 E4<>< N=>< 

6>7D4EF5 < EG<F45< E4<O<< 5EF5EF65==O<<, GE64<64NFEO =5 <7 D>D<G?, 

4 =4 ?D<<5D4E.

�4?D<<5D, 6 46GE?5F=5< 6>7D4EF5 D>4<F5?< =5 GG4F =4E G7=464FL E>54>G, 

<7<5DOO D>D<G 55 =>E4 <?< >>=FGDO F5?4. �O <>65< >F?<G4FL 55 >F 4DG7<E 

EGM5EF6, ?>F><G GF> =4< ?>>474?< <=>7> ?D<<5D>6 E>54> < =5E>>?L>> D47 

<E?D46<?< =4L< >L<5><. '65 ?D< D>645=<< <>77 44? =4< <>45?L, >?<EO-

64NMGN =4L5 <<D>6>E?D<OF<5. % 6>7D4EF>< 5?47>44DO 5= <O EF4?< =4 >E-

=>65 ?>?GG45<>= E5=E>D=>= <=D>D<4F<< EFD><FL ?D54?>?>65=<O > F><, 

E G5< EF4?><645<EO. �E?< ?D54?>?>65=<5 ?>4F65D644?>EL D>4<F5?O<<, MF> 

E?>E>5EF6>64?> G>D5??5=<N <>45?<. �E?< 65 >=< 7>6>D<?<, GF> <O >L<5-

?<EL, <O <5=O?< <>45?L, 4>?>?=OO 55 =>6>= <=D>D<4F<5=. % >?OF>< >=4 

EF4=>6<FEO 6E5 F>G=55, ?>E>>?L>G 6>?NG45F 5>?LL5 ?D<<5D>6. � F4> ?D><E-

E>4<F =4 ?>4E>7=4F5?L=>< GD>6=5, <O MF>7> 4465 =5 ?>=<<45<, => <>65< 

E 6O7>4>= <E?>?L7>64FL.

�?G5>>>5 >5GG5=<5 4 >FD4E?L 5>?55 L<D>>>= >5?4EF< <EE?54>64=<= <E>GE-

EF65==>7> <=F5??5>F4: <4L<==>7> >5GG5=<O, ?>4D47G<564NM57> ?>?GG5=<5 

7=4=<= <7 ?D<<5D>6. �O =5 74445< >><?LNF5DG >7D><=O= E?<E>> ?D46<? 

D5L5=<O 7444G<, 4 ?D54>EF46?O5< <>45?L, E ?><>MLN >>F>D>= >= <>65F 

ED46=<64FL ?D<<5DO, < >D4F><= =45>D <=EFDG>F<= 4?O 55 <>4<D<>4F<< 
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6 E?GG45 >L<5><. %> 6D5<5=5< >=4 4>?6=4 G?GGL<FLEO =4EF>?L>>, GF>5O 

D5L4FL ?>EF46?5==O5 7444G< >G5=L F>G=>.

�5D5=45< > 5>?55 EFD>7><G <7?>65=<N < ED>D<G?<DG5< <45N <4F5<4F<-

G5E><. �GEFL =4L4 <>45?L 4 DG=>F<O h(x, θ). �E>4=>5 7=4G5=<5 x 4 ?D<-

<5D 6 65>F>D=>= D>D<5. �>?GEF<<, 5E?< x 4 <7>5D465=<5 6 >FF5=>4E E5D>-

7>, >><?>=5=FO 65>F>D4 4 <=F5=E<6=>EFL ?<>E5?5= 6 >464>= ?>7<F<<, >4> 

?>>474=> =4 D<E. 1.3.

$<E. 1.3. �5>F>D<74F<O <7>5D465=<O 4?O 4?7>D<F<4 <4L<==>7> >5GG5=<O

�E>4=>5 7=4G5=<5 θ 4 65>F>D ?4D4<5FD>6, <E?>?L7G5<OE 6 =4L5= <>45?<. 

�D>7D4<<4 ?OF45FEO GE>65DL5=EF6>64FL <E 7=4G5=<O =4 >E=>65 D4EFGM57> 

G<E?4 ?D<<5D>6. �>4D>5=55 <O D4EE<>FD<< MF>F 6>?D>E 6 7?465 2.

'F>5O <=FG<F<6=> ?>=<<4FL <>45?< <4L<==>7> >5GG5=<O, D4EE<>FD<< 

?D<<5D. �>?GEF<<, <O D5L<?< G7=4FL, >4> ?D54E>47O64FL D57G?LF4FO M>-

74<5=>6, 5E?< <765EF=> >>?<G5EF6> G4E>6 E=4 < GG55O 6 45=L ?5D54 <E?O-

F4=<5<. �O E>5<D45< <4EE<6 44==OE < ?D< >464>< 74<5D5 E = [x
1
 x

2
]T 

74?<EO645< >>?<G5EF6> G4E>6 E=4 (x
1
), GG55O (x

2
) < >F<5G45<, 6OL5 <?< 

=<65 >=< ED54=<E ?> >?4EEG. �4L4 F5?L 4 E>744FL <>45?L h(E,θ) E 65>F>-

D>< ?4D4<5FD>6 θ = [θ
0
 θ

1
 θ

2
]T, GF>5O:

− ⋅ + <

( )

1

0

2

1

0

2

1, 5E?< 0

, .

1, 5E?< 0

T

T

x

h x

x

θ
θ

θ
θ

θ
θ

θ

  
  
  

= 
  ⋅ + ≥   

�> =4L5<G ?D54?>?>65=<N, ?D>5>F <>45?< h(E,θ) 5G45F F4><<, >4> >?<-

E4=> 6OL5 (E 75><5FD<G5E>>= F>G>< 7D5=<O >= >?<EO645F ?<=5==O= >?4E-

E<D<>4F>D, 45?OM<= ??>E>>EFL >>>D4<=4F =446>5). &5?5DL <O E>F<< G7=4FL 

65>F>D ?4D4<5FD>6 θ, GF>5O =4GG<FL <>45?L 45?4FL 65D=O5 ?D54E>474=<O 
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(−1, 5E?< D57G?LF4FO =<65 ED54=57> GD>6=O, < 1 4 5E?< 6OL5) =4 >E=>64-

=<< ?D<<5D=>7> 6E>4=>7> 7=4G5=<O x. &4>4O <>45?L =47O645FEO ?<=5==O< 

?5DE5?FD>=>< < <E?>?L7G5FEO E 1950-E3. �D54?>?>6<<, =4L< 44==O5 E>>F-

65FEF6GNF F><G, GF> ?>>474=> =4 D<E. 1.4.

$<E. 1.4. �5D475F 44==OE 4?O 4?7>D<F<4 ?D54E>474=<O M>74<5=>6 

< ?>F5=F<4?L=>7> >?4EE<D<>4F>D4

�>47O645FEO, ?D< θ = [−24 3 4]T <>45?L <4L<==>7> >5GG5=<O E?>E>5=4 

E45?4FL 65D=>5 ?D54E>474=<5 4?O >464>7> 74<5D4:

− + − <
( ) 1 2

1 2

1, 5E?< 3 4 24 0
, .

1, 5E?< 3 4 24 0

x x
h x

x x
θ


= 

+ − ≥

�?F<<4?L=O= 65>F>D ?4D4<5FD>6 θ GEF4=46?<645F >?4EE<D<>4F>D F4>, 

GF>5O <>6=> 5O?> E45?4FL >4> <>6=> 5>?LL5 >>DD5>F=OE ?D54E>474=<=. 
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�5OG=> 5EFL <=>65EF6> (<=>744 4465 55E>>=5G=>5) 6>7<>6=OE >?F<<4?L-

=OE 64D<4=F>6 θ. � EG4EFLN, 6 5>?LL<=EF65 E?GG456 4?LF5D=4F<6O =4EF>?L-

>> 5?<7><, GF> D47=<F5= <564G =<<< <>6=> ?D5=55D5GL. �E?< MF> =5 F4>, 

<>6=> E>5D4FL 5>?LL5 44==OE, GF>5O EG7<FL 6O5>D θ.

�6GG<F D47G<=>, => 5EFL <=>7> >G5=L E5DL57=OE 6>?D>E>6. �>-?5D6OE, >F-

>G44 55D5FEO >?F<<4?L=>5 7=4G5=<5 65>F>D4 ?4D4<5FD>6 θ? $5L5=<5 MF>= 

7444G< FD55G5F ?D<<5=5=<O <5F>44 >?F<<<74F<<. �?F<<<74F>DO EFD5-

<OFEO ?>6OE<FL ?D><76>4<F5?L=>EFL <>45?< <4L<==>7> >5GG5=<O, ?>-

E?54>64F5?L=> <7<5=OO 55 ?4D4<5FDO, ?>>4 ?>7D5L=>EFL =5 EF4=5F <<=<-

<4?L=>=.

�O ?>4D>5=55 D4EE>465< >5 >5GG5=<< 65>F>D>6 ?4D4<5FD>6 6 7?465 2, >?<-

EO64O ?D>F5EE 7D44<5=F=>7> E?GE>44. �>765 <O ?>EF4D45<EO =4=F< E?>E>5O 

5M5 5>?LL5 G65?<G<FL MDD5>F<6=>EFL MF>7> ?D>F5EE4.

�>-6F>DOE, >G56<4=>, GF> MF4 <>45?L (?<=5==>7> ?5DE5?FD>=4) <<55F >7D4-

=<G5==O= ?>F5=F<4? >5GG5=<O. �4?D<<5D, E?GG4< D4E?D545?5=<O 44==OE 

=4 D<E. 1.5 =5?L7O G4>5=> >?<E4FL E ?><>MLN ?<=5==>7> ?5DE5?FD>=4.

$<E. 1.5. �> <5D5 F>7> >4> 44==O5 ?D<=<<4NF 5>?55 >><??5>E=O5 D>D<O, =4< 

EF4=>6OFEO =5>5E>4<<O 5>?55 E?>6=O5 <>45?< 4?O <E >?<E4=<O

�> MF< E<FG4F<< 4 65DEGL>4 4=E55D74. �>744 <O ?5D5E>4<< > 5>?55 >><-

??5>E=O< ?D>5?5<4< 4 D4E?>7=464=<N >5N5>F>6 <?< 4=4?<7G F5>EF4, 4 

44==O5 ?D<>5D5F4NF >G5=L <=>7> <7<5D5=<=, 4 >F=>L5=<O, >>F>DO5 <O 

E>F<< >?<E4FL, EF4=>6OFEO >D4==5 =5?<=5==O<<. 'F>5O >FD47<FL MF>, 

6 ?>E?54=55 6D5<O E?5F<4?<EFO ?> <4L<==><G >5GG5=<N EF4?< EFD><FL 

<>45?<, =4?><<=4NM<5 EFDG>FGDO =4L57> <>774. �<5==> 6 MF>= >5?4EF<, 

>5OG=> =47O645<>= 7?G5>><< >5GG5=<5<, GG5=O5 4>5<?<EL 6?5G4F?ONM<E 

GE?5E>6 6 D5L5=<< ?D>5?5< >><?LNF5D=>7> 7D5=<O < >5D45>F>< 5EF5EF-

65==>7> O7O>4. �E 4?7>D<F<O =5 F>?L>> 7=4G<F5?L=> ?D56>EE>4OF 6E5 >E-

F4?L=O5, => 4465 E>?5D=<G4NF ?> F>G=>EF< E 4>EF<65=<O<< G5?>65>4, 4 F> 

< ?D56>EE>4OF <E.
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�5=D>=
�5=D>= 4 >E=>6=4O 54<=<F4 <>774. �55>?LL>= 57> DD47<5=F, D47<5D>< 

?D<<5D=> E D<E>6>5 75D=OL>>, E>45D6<F 5>?55 10 FOEOG =5=D>=>6, >46-

4O= <7 >>F>DOE 6 ED54=5< D>D<<DG5F >>>?> 6000 E6O75= E 4DG7<<< F4><-

<< >?5F>4<<5. �<5==> MF4 7D><>74>4O 5<>?>7<G5E>4O E5FL ?>76>?O5F =4< 

6>E?D<=<<4FL <<D 6>>DG7. � MF>< D4745?5 =4L4 7444G4 4 6>E?>?L7>64FLEO 

5EF5EF65==>= EFDG>FGD>= 4?O E>744=<O <>45?5= <4L<==>7> >5GG5=<O, >>-

F>DO5 D5L4NF 7444G< 4=4?>7<G=>. �> EGF<, =5=D>= >?F<<<7<D>64= 4?O ?>-

?GG5=<O <=D>D<4F<< >F «>>??57», 55 G=<>4?L=>= >5D45>F>< < ?5D5EO?>< 

D57G?LF4F>6 6 4DG7<5 >?5F><. �D>F5EE >FD465= =4 D<E. 1.6. �5=D>= ?>?GG45F 

6E>4=GN <=D>D<4F<N ?> 45=4D<F4< 4 EFDG>FGD4<, =4?><<=4NM<< 4=-

F5==O. �4644O <7 6E>4OM<E E6O75= 4<=4<<G5E>< GE<?<645FEO <?< >E?45-

?O5FEO =4 >E=>64=<< G4EF>FO <E?>?L7>64=<O (F4> <O GG<<EO =>6><G!), 

< E<?4 E>54<=5=<= >?D545?O5F 6>?44 6E>4OM57> M?5<5=F4 <=D>D<4F<< 

6 F>, GF> =5=D>= 6O44EF =4 6OE>45. �E>4=O5 44==O5 >F5=<64NFEO =4 >E=>65 

MF>= E<?O < >5N54<=ONFEO 6 >?5F>G=>< F5?5. $57G?LF4F FD4=ED>D<<DG5FEO 

6 =>6O= E<7=4?, >>F>DO= D4E?D>EFD4=O5FEO ?> >?5F>G=><G 4>E>=G > 4DG7<< 

=5=D>=4<.

�E>4=O5 
44==O5

�OE>4=O5 
44==O5

�5N54<-
=5=<5

'E<?5=<5 &D4=ED>D<4F<O

�5=4D<FO

�>E>=
�?5F>G=>5 F5?>

%<=4?F<G5E><= F5D<<=4?

$<E. 1.6. $G=>F<>=4?L=>5 >?<E4=<5 5<>?>7<G5E>>= EFDG>FGDO =5=D>=4

�O <>65< ?D5>5D47>64FL DG=>F<>=4?L=>5 ?>=<<4=<5 D45>FO =5=D>=>6 

6 =4L5< <>775 6 <E>GEEF65==GN <>45?L =4 >><?LNF5D5. �>E?54=OO >?<E4=4 

=4 D<E. 1.7, 745 ?D<<5=5= ?>4E>4, 6?5D6O5 66545==O= 6 1943 7>4G '>DD5-

=>< �4>>4??>G < '>?F5D>< �<FFE><6. �4> < 5<>?>7<G5E><5 =5=D>=O, <E-

>GEEF65==O= ?>?GG45F =5>>F>DO= >5N5< 6E>4=OE 44==OE 4 x
1
, x

2
, & , x

n
, 

>464O= M?5<5=F >>F>DOE G<=>645FEO =4 >?D545?5==>5 7=4G5=<5 65E4 4 

w
1
, w

2
, & , w

n
. -F< 7=4G5=<O, >4> < D4=LL5, EG<<<DGNFEO, 4464O ?>7<F 
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=5=D>=4: 
0

n

i ii
z w x

=
= ∑ . '4EF> >= 6>?NG45F F4>65 E<5M5=<5 (>>=EF4=F4, 

745EL =5 ?>>474=4). �>7<F ?D>E>4<F G5D57 DG=>F<N 4>F<64F<< f, >5D47GO 

6OE>4=>5 7=4G5=<5 y = f(z). -F> 7=4G5=<5 <>65F 5OFL ?5D544=> 6 4DG7<5 

=5=D>=O.

$<E. 1.7. %E5<4 D45>FO =5=D>=4 6 <E>GEEF65==>= =5=D>E5F<

�4F5<4F<G5E>>5 >5EG645=<5 <E>GEEF65==>7> =5=D>=4 <O 74>>=G<<, 6OD4-

7<6 57> DG=>F<< 6 65>F>D=>= D>D<5. �D54EF46<< 6E>4=O5 44==O5 =5=D>=4 

>4> 65>F>D x = [x
1
 x

2
 … x

n
], 4 65E4 =5=D>=4 >4> w = [w

1
 w

2
 … w

n
]. &5?5DL 

6OE>4=O5 44==O5 =5=D>=4 <>6=> 6OD47<FL >4> y = f (x " w + b), 745 

b 4 E<5M5=<5. �O E?>E>5=O 6OG<E?<FL 6OE>4=O5 44==O5 <7 E>4?OD=>7> 

?D><76545=<O 6E>4=>7> 65>F>D4 =4 65>F>D 65E>6, 4>546<6 E<5M5=<5 < ?>-

?GG<6 ?>7<F, 4 74F5< ?D<<5=<6 DG=>F<N 4>F<64F<<. -F> >465FEO FD<6<4?L-

=O<, => ?D54EF46?5=<5 =5=D>=>6 6 6<45 DO44 65>F>D=OE >?5D4F<= >G5=L 

646=>: F>?L>> 6 F4>>< D>D<4F5 <E <E?>?L7GNF 6 ?D>7D4<<<D>64=<<.

�OD465=<5 ?<=5==OE ?5DE5?FD>=>6 6 6<45 =5=D>=>6
�OL5 <O 7>6>D<?< >5 <E?>?L7>64=<< <>45?5= <4L<==>7> >5GG5=<O 4?O 

>?D545?5=<O 746<E<<>EF< <564G D57G?LF4F>< =4 M>74<5=4E < 6D5<5=5<, 

?>FD4G5==O< =4 >5GG5=<5 < E>=. �?O D5L5=<O 7444G< <O E>744?< ?<=5=-

=O= >?4EE<D<>4F>D-?5DE5?FD>=, >>F>DO= 45?<F ??>E>>EFL 45>4DF>6OE >>-

>D4<=4F =446>5:

− + − <
( ) 1 2

1 2

1, 5E?< 3 4 24 0
, .

1, 5E?< 3 4 24 0

x x
h x

x x
θ


= 

+ − ≥

�4> ?>>474=> =4 D<E. 1.4, MF> >?F<<4?L=O= 64D<4=F 4?O θ: >= ?>76>?O5F 

>>DD5>F=> >?4EE<D<F<D>64FL 6E5 ?D<<5DO 6 =4L5< =45>D5 44==OE. �45EL 

<O 6<4<<, GF> =4L4 <>45?L h D45>F45F ?> >5D47FG =5=D>=4. �>E<>FD<F5 
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=4 =5=D>= =4 D<E. 1.8. ' =57> 464 6E>4=OE 7=4G5=<O, E<5M5=<5, < >= <E?>?L-

7G5F DG=>F<N:

− <
( )

1, 5E?< 0
.

1, 5E?< 0

z
f z

z


= 

≥

�57>> ?>>474FL, GF> ?<=5==O= ?5DE5?FD>= < =5=D>==4O <>45?L ?>?=>EFLN 

M>6<64?5=F=O. � ?D>EF> ?D>45<>=EFD<D>64FL, GF> >4<=>G=O5 =5=D>=O 5>-

?55 6OD47<F5?L=O, G5< ?<=5==O5 ?5DE5?FD>=O. �464O= <7 =<E <>65F 5OFL 

6OD465= 6 6<45 >4<=>G=>7> =5=D>=4, => ?>E?54=<5 <>7GF F4>65 >FD464FL 

<>45?<, >>F>DO5 =5?L7O 6OD47<FL E ?><>MLN ?<=5==>7> ?5DE5?FD>=4.

�>7D5L=>EFL

%>= 'G554

$<E. 1.8. �OD465=<5 D57G?LF4F>6 M>74<5=4 6 6<45 =5=D>=4

�5=D>E5F< E ?DO<O< D4E?D>EFD4=5=<5< E<7=4?4
�4<=>G=O5 =5=D>=O <>M=55 ?<=5==OE ?5DE5?FD>=>6, => =5 E?>E>5=O D5-

L<FL E?>6=O5 ?D>5?5<O >5GG5=<O. �>MF><G =4L <>77 E>EF><F <7 <=>65EF-

64 =5=D>=>6. �4?D<<5D, ?D< ?><>M< >4=>7> <7 =<E =56>7<>6=> D47?<G<FL 

=4?<E4==O5 >F DG>< F<DDO. � GF>5O D5L4FL 5>?55 E?>6=O5 7444G<, =4< 

=G6=O <>45?< <4L<==>7> >5GG5=<O.
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$<E. 1.9. �D>EF>= ?D<<5D =5=D>E5F< E ?DO<O< D4E?D>EFD4=5=<5< E<7=4?4 

E FD5<O E?>O<< (6E>4=>=, E>DOFO=, 6OE>4=>=) < FD5<O =5=D>=4<< 

=4 >464O= E?>=
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�5=D>=O 6 G5?>65G5E>>< <>775 D4E?>?>65=O E?>O<<. �7> >>D4, ?> 5>?L-

L5= G4EF< >F65G4NM4O 74 <=F5??5>F, E>EF><F <7 L5EF< E?>56. �=D>D<4F<O 

?5D5F5>45F ?> =<<, ?>>4 E5=E>D=O5 44==O5 =5 ?D5>5D47GNFEO 6 >>=F5?FG-

4?L=>5 ?>=<<4=<57. �4?D<<5D, E4<O= =<6=<= E?>= 6<7G4?L=>= 7>=O >>DO 

?>?GG45F =5>5D45>F4==O5 6<7G4?L=O5 44==O5 >F 7?47. -F4 <=D>D<4F<O 

?D5>5D47G5FEO 6 >464>< E?54GNM5< E?>5 < ?5D5445FEO 44?55, ?>>4 =4 L5E-

F>< E?>5 <O =5 74>?NG45<, GF> 6<4<< >>L>G, 54=>G 747<D>6>< <?< E4<>?5F. 

�4 D<E. 1.9 ?>>474= G?D>M5==O= 64D<4=F MF<E E?>56.

�4 >E=>65 MF<E <45= <O <>65< E>744FL <E>GEEF65==GN =5=D>E5FL. �=4 6>7-

=<>45F, >>744 <O =4G<=45< E>54<=OFL =5=D>=O 4DG7 E 4DG7><, E> 6E>4=O-

<< 44==O<< < 6OE>4=O<< G7?4<<, >>F>DO5 E>>F65FEF6GNF >F65F4< E5F< 

=4 <7GG45<GN 7444GG. �4 D<E. 1.9 ?>>474= ?D>EF5=L<= ?D<<5D <E>GEEF65=-

=>= =5=D>E5F<, EE>65= ?> 4DE<F5>FGD5 E F>=, GF> 5O?4 >?<E4=4 6 1943 7>4G 

6 D45>F5 �4>>4??>G < �<FFE4. � =<6=<= E?>= ?>EFG?4NF 6E>4=O5 44==O5. 

�5DE=<= (6OE>4=O5 G7?O) 6OG<E?O5F >F65F. %D54=<= E?>= (E?><) =5=D>=>6 

<<5=G5FEO E>DOFO<, < 745EL ( )
,

k

i jw  4 65E E>54<=5=<O i-7> =5=D>=4 6 k-< E?>5 

E j-< =5=D>=>< 6 (k + 1)-< E?>5. -F< 65E4 >5D47GNF 65>F>D ?4D4<5FD>6 θ, 

<, >4> < D4=55, =4L4 E?>E>5=>EFL D5L4FL 7444G< ?D< ?><>M< =5=D>E5F5= 

746<E<F >F =4E>645=<O >?F<<4?L=OE 7=4G5=<= 4?O θ.

� MF>< ?D<<5D5 E>54<=5=<O GEF4=46?<64NFEO F>?L>> >F =<6=<E E?>56 

> 65DE=<<. �FEGFEF6GNF E6O7< <564G =5=D>=4<< >4=>7> GD>6=O, =5F F4><E, 

>>F>DO5 ?5D544NF 44==O5 >F 6OEL57> E?>O > =<7L5<G. �>4>5=O5 =5=D>E5-

F< =47O64NFEO E5FO<< E ?DO<O< D4E?D>EFD4=5=<5< E<7=4?4, < <O =4G=5< 

E =<E, ?>F><G GF> <E 4=4?<7<D>64FL ?D>M5 6E57>. &4>>= D475>D (?D>F5EE 

6O5>D4 >?F<<4?L=OE 7=4G5=<= 4?O 65E>6) <O ?D54?>6<< 6 7?465 2. �>?55 

E?>6=O5 64D<4=FO E6O75= 5G4GF D4EE<>FD5=O 6 44?L=5=L<E 7?464E.

�<65 <O D4EE<>FD<< >E=>6=O5 F<?O E?>56, <E?>?L7G5<O5 6 =5=D>E5FOE 

E ?DO<O< D4E?D>EFD4=5=<5< E<7=4?4. �> 4?O =4G4?4 =5E>>?L>> 646=OE 74-

<5G4=<=.

1. �4> <O G65 7>6>D<?<, E?>< =5=D>=>6 <564G ?5D6O< (6E>4=O<) < ?>E?54-

=<< (6OE>4=O<) E?>O<< =47O64NFEO E>DOFO<<. �45EL 6 >E=>6=>< < ?D>-

<EE>4OF 6>?L55=O5 ?D>F5EEO, =5=D>E5FL ?OF45FEO D5L<FL ?>EF46?5==O5 

7444G<. $4=LL5 (>4> ?D< D4E?>7=464=<< DG>>?<E=OE F<DD) <O FD4F<?< 

<=>7> 6D5<5=< =4 >?D545?5=<5 ?>?57=OE E6>=EF6; MF< E>DOFO5 E?>< 46F>-

<4F<7<DGNF ?D>F5EE. $4EE<>FD5=<5 ?D>F5EE>6 6 =<E <>65F <=>7>5 E>474FL 

> E6>=EF64E, >>F>DO5 E5FL =4GG<?4EL 46F><4F<G5E>< <76?5>4FL <7 44==OE.

2. � MF>< ?D<<5D5 G >464>7> E?>O >4<= =45>D =5=D>=>6, => MF> =5 =5>5E>4<-

<>5 < =5 D5>><5=4G5<>5 GE?>6<5. '4M5 6 E>DOFOE E?>OE =5=D>=>6 <5=LL5, 

G5< 6> 6E>4=><: F4> E5FL >5GG45FEO E64F><G ?D54EF46?5=<N <=D>D<4F<<. 
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�4?D<<5D, >>744 7?474 ?>?GG4NF «EODO5» ?<>E5?L=O5 7=4G5=<O, <>77 >5-

D454FO645F <E 6 D4<>4E 7D4=<F < >>=FGD>6. %>DOFO5 E?>< 5<>?>7<G5E><E 

=5=D>=>6 <>774 74EF46?ONF =4E <E>4FL 5>?55 >4G5EF65==>5 ?D54EF46?5=<5 

6E57>, GF> <O 6>E?D<=<<45<.

3. �5>5O74F5?L=>, GF>5O 6OE>4 >464>7> =5=D>=4 5O? E6O74= E 6E>44<< 6E5E 

=5=D>=>6 E?54GNM57> GD>6=O. �O5>D E6O75= 745EL 4 <E>GEEF6>, >>F>D>5 

?D<E>4<F E >?OF><. -F>F 6>?D>E <O >5EG4<< 45F4?L=> ?D< <7GG5=<< ?D<-

<5D>6 =5=D>E5F5=.

4. �E>4=O5 < 6OE>4=O5 44==O5 4 65>F>D=O5 ?D54EF46?5=<O. �4?D<<5D, 

<>6=> <7>5D47<FL =5=D>E5FL, 6 >>F>D>= 6E>4=O5 44==O5 < >>=>D5F=O5 

?<>E5?L=O5 7=4G5=<O >4DF<=>< 6 D56<<5 RGB ?D54EF46?5=O 6 6<45 65>-

F>D4 (E<. D<E. 1.3). �>E?54=<= E?>= <>65F <<5FL 464 =5=D>=4, >>F>DO5 E>-

>F=>EOFEO E >F65F>< =4 7444GG: [1, 0], 5E?< =4 >4DF<=>5 E>54>4; [0, 1], 5E?< 

>>L>4; [1, 1], 5E?< 5EFL >54 6<6>F=OE; [0, 0], 5E?< =5F =< >4=>7> <7 =<E.

�4<5F<<, GF>, >4> < =5=D>=, <>6=> <4F5<4F<G5E>< 6OD47<FL =5=D>E5FL 

>4> E5D<N >?5D4F<= E 65>F>D4<< < <4FD<F4<<. �GEFL 6E>4=O5 7=4G5-

=<5 i-7> E?>O E5F< 4 65>F>D x = [x
1
 x

2
 … x

n
]. �4< =44> =4=F< 65>F>D 

y = [y
1
 y

2
 … y

m
], >5D47>64==O= D4E?D>EFD4=5=<5< 6E>4=OE 44==OE 

?> =5=D>=4<. �O <>65< 6OD47<FL MF> >4> ?D>EF>5 G<=>65=<5 <4FD<-

FO, E>7446 <4FD<FG 65E>6 D47<5D4 n × m < 65>F>D E<5M5=<O D47<5D4 m. 

�464O= EF>?55F 5G45F E>>F65FEF6>64FL =5=D>=G, ?D<G5< j-= M?5<5=F E>-

?>EF46?5= 65EG E>54<=5=<O E j-< 6E>4OM<< M?5<5=F><. �=O<< E?>64<<, 

y = �(WTx + b), 745 DG=>F<O 4>F<64F<< ?D<<5=O5FEO > 65>F>DG ?>M?5-

<5=F=>. -F4 =>64O D>D<G?<D>6>4 >G5=L ?D<7>4<FEO, >>744 <O =4G=5< D54-

?<7>6O64FL MF< E5F< 6 ?D>7D4<<4E.

�<=5==O5 =5=D>=O < <E >7D4=<G5=<O
�>?LL<=EF6> F<?>6 =5=D>=>6 >?D545?ONFEO DG=>F<5= 4>F<64F<< f, ?D<-

<5=5==>= > ?>7<FG logit z. %=4G4?4 D4EE<>FD<< E?>< =5=D>=>6, >>F>DO5 

<E?>?L7GNF ?<=5==GN DG=>F<N f(z) = az + b. �4?D<<5D, =5=D>=, >>F>-

DO= ?OF45FEO ?>4EG<F4FL EF><<>EFL 5?N44 6 >4D5 5OEFD>7> >5E?G6<64=<O, 

5G45F ?<=5==O<, a = 1 < b = 0. �E?>?L7GO f(z) = z < 65E4, M>6<64?5=F-

=O5 EF><<>EF< >464>7> 5?N44, ?D>7D4<<4 ?D<E6><F ?<=5==><G =5=D>=G 

=4 D<E. 1.10 >?D545?5==GN FD>=>G <7 5GD75D>6, >4DF>L>< < 747<D>6><, < >= 

6O44EF F5=G <E E>G5F4=<O.

�OG<E?5=<O E ?<=5==O<< =5=D>=4<< ?D>EFO, => <<5NF E5DL57=O5 >7D4=<-

G5=<O. �5E?>6=> 4>>474FL, GF> ?N54O =5=D>E5FL E ?DO<O< D4E?D>EFD4=5=<-

5< E<7=4?4, E>EF>OM4O F>?L>> <7 F4><E =5=D>=>6, <>65F 5OFL ?D54EF46?5=4 
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>4> E5FL 557 E>DOFOE E?>56. -F> ?D>5?5<4: >4> <O G65 7>6>D<?<, <<5==> 

E>DOFO5 E?>< ?>76>?ONF G7=464FL 646=O5 E6>=EF64 6E>4=OE 44==OE. 'F>-

5O =4GG<FLEO ?>=<<4FL E?>6=O5 >F=>L5=<O, =G6=> <E?>?L7>64FL =5=D>-

=O E >?D545?5==>7> D>44 =5?<=5==>EFLN.

�GD75DO �4DF>L>4 �47<D>6>4

$<E. 1.10. �D<<5D ?<=5==>7> =5=D>=4

�5=D>=O E E<7<><4>=, 7<?5D5>?<G5E><< F4=75=E>< 
< GE5G5==O5 ?<=5==O5
�4 ?D4>F<>5 4?O 6OG<E?5=<= ?D<<5=ONFEO FD< F<?4 =5?<=5==OE =5=D>-

=>6. �5D6O= =47O645FEO E<7<><4=O< < <E?>?L7G5F DG=>F<N:

( ) 1 .
1

z
f z

e−
=

+

�=FG<F<6=> MF> >7=4G45F, GF>, 5E?< ?>7<F >G5=L <4?, 6OE>4=O5 44==O5 ?>-

7<EF<G5E>>7> =5=D>=4 5?<7>< > 0. �E?< ?>7<F >G5=L 65?<> 4 F> > 1. �56-

4G MF<<< 46G<O M>EFD5<G<4<< =5=D>= ?D<=<<45F D>D<G 5G>6O S, >4> 

=4 D<E. 1.11.

�5=D>=O 7<?5D5>?<G5E>>7> F4=75=E4 (tanh-=5=D>=O) <E?>?L7GNF ?>E>6GN 

S->5D47=GN =5?<=5==>EFL, => <EE>4OM<5 7=4G5=<O 64DL<DGNF =5 >F 0 4> 1, 

4 >F −1 4> 1. $>D<G?4 4?O =<E ?D54E>47G5<4O: f(z) = tanh(z). �F=>L5-

=<O <564G 6E>4=O< 7=4G5=<5< y < ?>7<F>< z ?>>474=O =4 D<E. 1.12. �>744 

<E?>?L7GNFEO S->5D47=O5 =5?<=5==>EF<, G4EF> ?D54?>G<F4NF tanh-=5=-

D>=O, 4 =5 E<7<><4=O5, ?>E>>?L>G G tanh-=5=D>=>6 F5=FD =4E>4<FEO 6 0.
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310 35 0 5 10

1,0

0,8

0,6

0,4

0,2

Z

Y

$<E. 1.11. �OE>4=O5 44==O5 E<7<><4=>7> =5=D>=4 E ?5D5<5==>= z

310 35  5 10

1,0

0,5

30,5

31,0

Z

Y

$<E. 1.12. �OE>4=O5 44==O5 tanh-=5=D>=4 E ?5D5<5==>= z

�M5 >4<= F<? =5?<=5==>EF< <E?>?L7G5FEO =5=D>=>< E GE5G5==O< ?<=5==O< 

?D5>5D47>64=<5<(ReLU). �45EL 7445=EF6>64=4 DG=>F<O f(z) = max(0, z), 

< 55 7D4D<> <<55F D>D<G E>>>5==>= >?NL>< (D<E. 1.13).
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310 35 0 5 10

1,0

0,8

0,6

0,4

0,2

Z

Y

$<E. 1.13. �OE>4=O5 44==O5 ReLU-=5=D>=4 E ?5D5<5==>= z

ReLU 6 ?>E?54=55 6D5<O G4EF> 6O5<D45FEO 4?O 6O?>?=5=<O <=>7<E 7444G 

(>E>55==> 6 E<EF5<4E >><?LNF5D=>7> 7D5=<O) ?> DO4G ?D<G<=, =5E<>FDO 

=4 E6>< =54>EF4F><8. -F>F 6>?D>E <O D4EE<>FD<< 6 7?465 5 6<5EF5 E> EFD4-

F57<O<< 5>DL5O E ?>F5=F<4?L=O<< ?D>5?5<4<<.

�OE>4=O5 E?>< E DG=>F<5= <O7>>7> <4>E<<G<4
'4EF> =G6=>, GF>5O 6OE>4=>= 65>F>D 5O? D4E?D545?5=<5< 65D>OF=>EF5= 

?> =45>DG 674<<><E>?NG4NM<E 7=4G5=<=. �>?GEF<<, =4< =G6=> E>744FL 

=5=D>E5FL 4?O D4E?>7=464=<O DG>>?<E=OE F<DD <7 =45>D4 44==OE MNIST. 

�464>5 7=4G5=<5 (>F 0 4> 9) <E>?NG45F >EF4?L=O5, => <4?>65D>OF=>, 

GF>5O =4< G44?>EL D4E?>7=4FL F<DDO E> EF>?D>F5=F=>= F>G=>EFLN. $4E-

?D545?5=<5 65D>OF=>EF5= ?><>65F ?>=OFL, =4E>>?L>> <O G65D5=O 6 E6>-

<E 6O6>44E. �5?45<O= 6OE>4=>= 65>F>D ?D<>5D5F45F F4>GN D>D<G, 745 
9

0
1ii

p
=

=∑ :

[p
0
 p

1
 p

2
 p

3
 … p

9
].

�?O MF>7> <E?>?L7G5FEO >E>5O= 6OE>4=>= E?>=, <<5=G5<O= E?>5< E <O7><< 

<4>E<<G<>< (softmax). � >F?<G<5 >F 4DG7<E F<?>6, 6OE>4=O5 44==O5 =5=-

D>=4 6 E?>5 E <O7><< <4>E<<G<>< 746<EOF >F 6OE>4=OE 44==OE 6E5E >E-

F4?L=OE =5=D>=>6 6 =5<. �4< =G6=>, GF>5O EG<<4 6E5E 6OE>4=OE 7=4G5=<= 



D46=O?4EL 1. �D<=O6 z
i
 >4> ?>7<F i-7> =5=D>=4 E <O7><< <4>E<<G<><, 

<O <>65< 4>EF<GL E?54GNM5= =>D<4?<74F<<, 74446 6OE>4=O5 7=4G5=<O:

.
i

i

z

i z

j

e
y

e
=

∑

�D< E<?L=>< ?D54E>474=<< >4=> <7 7=4G5=<= 65>F>D4 5G45F 5?<7>> > 1, 

>EF4?L=O5 4 > 0. �D< E?45>< >EF4=5FEO =5E>>?L>> 6>7<>6=OE 7=4G5=<=, 

>464>5 <7 >>F>DOE E4D4>F5D<7G5FEO E6><< GD>6=5< 65D>OF=>EF<.

$57N<5
� MF>= 7?465 <O 44?< 547>6O5 ?D54EF46?5=<O > <4L<==>< >5GG5=<< < =5=-
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